







ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ИЗОМОРФНЫХ  
ГИПЕРКОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЛОВЫХ СИСТЕМ 
 
В статье рассматривается метод построения матричных представлений  гиперкомплексных числовых 
систем. Метод основан на использовании изоморфных гиперкомплексных числовых систем диагонального 
вида. При этом отпадает необходимость в решении высокоразмерных систем квадратичных уравнений. 
 
In this article  a method for constructing  matrix representations of hypercomplex number systems is consid-
ered. The method is based on the use of hypercomplex number systems  by isomorphic to diagonal form. This elim-




Все более широкое применение гиперкомп-
лексных числовых систем (ГЧС) требует разра-
ботки методов повышения эффективности как 
вычислительных процедур при моделировании 
с использованием гиперкомплексных чисел, так 
и синтеза самих математических моделей. С 
этой точки зрения широкие возможности пре-
доставляет использование принципа изоморфи-
зма  гиперкомплексных числовых систем. Он 
позволяет получить достаточно весомые ре-
зультаты в обоих выше обозначенных направ-
лениях. Так, например, при  использовании 
ГЧС для проектирования рекурсивных цифро-
вых фильтров [1] использование изоморфизма 
позволяет снизить объем вычислений, необхо-
димый для функционирования математической 
модели фильтра, что позволяет повысить такто-
вую частоту фильтра. В данной работе принцип 
изоморфизма применяется для упрощения пос-
троения матричных представлений в ГЧС, что 
повышает эффективность построения матема-
тических моделей.  
 
Формы представления гиперкомплексных 
числовых систем 
 
В теории гиперкомплексных числовых сис-
тем (ГЧС) рассматриваются две формы пред-
ставления гиперкомплексных числовых систем: 
натуральная и матричная.  
















  – базис системы. При этом до-
лжна быть задана таблица умножения базисных 











 , (2) 
где k
ij
  – структурные константы  ГЧС ( Rk
ij
 ). 
При умножении двух гиперкомплексных чисел 
вида (1) необходимо произвести 2n  символь-
ных операций обращения к таблице умножения  
(2). 
При матричном представлении каждому ба-
зисному элементу 
i
e  соответствует матрица 
)(
i
eM  размерами nn  , элементы которой при-
надлежат R , а гиперкомплексные числа (1) и 
произведения базисных элементов (2) также 
являются матрицами  nn  . И, таким образом, 
все действия с гиперкомплексными числами 
сводятся к действиям над матрицами. 
Применение матричного представления ГЧС 
может быть целесообразным при больших раз-
мерностях систем и, особенно, в случае нека-
нонических ГЧС. 
 
Матричные представления ГЧС 
 
Гиперкомплексная числовая система есть 
элемент конечномерной алгебры с фиксирован-
ным базисом [1,3], которая является кольцом, 
аддитивная группа которого – векторное про-
странство [2]. Поэтому на гиперкомплексные  
числовые системы распространяются все свой-
ства колец. В частности, существует теорема о 
вложенности колец [2,6]: всякое кольцо изомо-
рфно вкладывается в полное кольцо матриц. На 
этой теореме основано матричное представле-
НТУУ «КПІ» Інформатика, управління та обчислювальна техніка №54 65 
ние гиперкомплексных  числовых систем. Ши-
роко известны представления системы компле-
ксных чисел C  и кватернионов H . 
Так для системы комплексных чисел C  с ба-
зисом ),(
21
ee матричные представления базис-





















 eMeM , (3) 



































Тогда и комплексное число   
2211
eaeaA   




































Общий случай определения  
матричных представлений 
 
Рассмотрим общий случай определения мат-
ричного представления коммутативной гипер-
комплексной числовой системы размерности n . 
Учитывая то, что каждому базисному элементу 
i
e  соответствует матричное представление 
i
E  
размерами nn  , то всего необходимо опреде-
лить 3n  элементов n  таких матриц. В случая  
наличия в базисе единичного элемента неизвес-




Для определения неизвестных элементов 
необходимо сформировать и решить систему 
матричных уравнений, соответствующих таб-
лице умножения рассматриваемой гиперком-














которые соответствуют таблице умножения (2). 
Для коммутативной гиперкомплексной число-
вой системы размерности n  в общем случае 
таких матричных уравнений будет 
2
)1( nn
,  а в 
случае наличия в базисе единичного элемента 
n  матричных уравнений (4) превратятся в тож-
дества, и система матричных уравнений будет 




Система матричных уравнений (4) расщеп-
ляется в систему вещественных квадратичных 










.   
Существование вещественных решений си-
стемы (4) вытекает из вышеупомянутой теоре-
мы о вложенности кольца в полное кольцо мат-
риц. 
Как видно из проделанного выше анализа, 
полученные системы квадратичных уравнений 
очень громоздки даже для не очень больших 
размерностей и их решение вызывает заметные 
трудности [4]. Рассмотрим в качестве примера 
процесс поиска матричных представлений ба-
зисных элементов для системы комплексных 
чисел C  с базисом ),( 21 ee . Так как единичный 
элемент в C  является базисным элементом ( 1e ), 
то его матричное представление  )(
1
eM  есть 
единичная матрица второго порядка. Для опре-
деления матричного представления второго ба-
зисного элемента )(
2
eM  составляем одно мат-
ричное уравнение вида (4): 
)()()(
122
eMeMeM  . 















то предыдущее матричное уравнение превра-
щается в систему 4-х квадратичных уравнений 



















































Выберем значения произвольных такими, 
чтобы )(
2
eM  имело простой вид. При 
11,,0
21122211
 xxxx  представление 
)(
2
eM  имеет вид (3). Таким образом, квадра-
тичная система с повышением размерности 
ГЧС становится все более громоздкой. Поэтому 
работы по повышению эффективности решения 
таких систем и получению матричных пред-
ставлений  представляют заметный интерес.  
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Построение матричного представления  
системы по матричному представлению 
другой  системы и линейному  
преобразованию изоморфизма между этими 
системами 
 
В некоторых практических задачах, напри-
мер при проектировании рекурсивных филь-
тров с гиперкомплексными коэффициентами 
[1,5,7,8], применяются пары изоморфных ГЧС, 
одна из которых имеет сильно заполненную 
таблицу умножения, а вторая – слабо заполнен-
ную и имеющую диагональный вид. Последнее 
означает, что на главной диагонали таблицы 
умножения ГЧС размерности 1n  стоит  m  
заполненных подтаблиц  размерностью 
m







, а все остальные элементы табли-






















Следует отметить, что линейное преобразо-
вание изоморфизма для базисных элементов 
пары изоморфных ГЧС сохраняется и для мат-
ричного представления базисных элементов 
ввиду транзитивности отношения изоморфизма. 
То есть, если L  – линейный оператор изомор-









 , и )( fLe  , то и для матричных 
представлений сохраняется то же соотношение: 
)(FLE  . 
Поэтому по матричному представлению од-
ной из систем и линейному преобразованию 
изоморфизма между этими системами можно 
легко построить матричное представление для 
другой системы. Для этого нужно подставить в 
уравнения линейного преобразования изомофи-
зма матричные представления базисних элеме-
нтов первой системы и проделать все матричне 
операции. При этом отпадает необходимость 





Матричные представления  
ГЧС диагонального типа 
 
Если ГЧС имеет диагональный вид, то для 
неё легко построить матричное  представление.  
Действительно, ГЧС    диагонального вида яв- 
ляется прямой суммой  некоторого количества 









Размерность n  системы   есть сумма раз-










Тогда  базис системы   состоит из всех ба-
зисних элементов его подсистем 
i
 . Если изве-
стно матричное представление базисного эле-
мента из 
i
 , то его матричное представление в 
  образуется обрамлением представления в 
i
  
соответствующим количеством нулей до мат-
рицы nn  .  
Рассмотрим в качестве примера систему 
CR  – прямую сумму систем вещественных и 














Матричное представление системы веще-
ственных чисел )(RM – единичная матрица ра-
змерами )11(  . Так как 
1
E  стоит в правом 
верхнем углу таблицы (8), то дополнив справа и 
снизу двумя рядами и строками нулей, получим 
матричное представление базисного элемента 
1

















EM  (7) 
Используя  матричные представления базис-
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Примеры построения матричных  
представлений 
 
Рассмотрим примеры построения матричных 
представлений в гиперкомплексных числовых 
системах разной размерности по представлени-
ям в изоморфных им системах. 


















W   
Изоморфизм между этими ГЧС устанавлива-
ется следующими взаимно обратными линей-
ными преобразованиями: 
2/)(          








Матричные представления базисных элементов 
1
E  и 
2























EM  (9) 
Матричные представления базисных элемен-
тов 
1
e  и 
2
e  такие могут быть получены из левой 
части линейных преобразований (8) с помощью 


























Можно непосредственно убедиться в том, 
что матричные представления (8)-(9) удовлет-
воряют таблице умножения системы W . 
Если гиперкомплексное число имеет форму 










































2. Системы квадриплексных чисел K и би-
комплексных чисел CC  . 
Эти гиперкомплексные числовые системы 
изоморфны. Их таблицы умножения имеют 
вид:  













  (10) 

















  (11) 
Прямое и обратное линейные преобразова-


















































Матричные представления базисных элемен-
тов системы CC   в соответствии с представ-



























































































Отсюда с помощью (12) получаем матрич-
ные представления  базисных элементов систе-
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Можно непосредственно убедиться в том, 
что эти матричные представления удовлетво-
ряют таблице умножения системы K  (10). 
Если гиперкомплексное число A  имеет вид  










































3. Пример ГЧС 8-й размерности. 
Рассмотрим гиперкомплексную систему 8-й 
размерности 
1
 , полученную удвоением ГЧС 
квадриплексных чисел K  системой W размер-
ности 2. Это будет ГЧС размерности 8n  со 



























Ей изоморфна ГЧС 
2
 , полученная удвоени-
ем ГЧС квадриплексных чисел K  системой W  
размерности 2, со слабозаполненной  таблицей 

































Их изоморфизм определяется следующим 






     
     
     











Оно имеет обратное линейное преобразова-
ние, так как его детерминант отличен от нуля. 
Конкретный вид детерминанта не будем приво-
дить, так как оно громоздко, а для  дальнейших 
расчетов нам не понадобится. 
Матричные представления ГЧС 
2
  постро-
ить очень легко: )(
k
fM  представляет собой ма-
трицу размером  ( 88 ).  









M  4,...,1i .   









M  4,...,1i .   
Все остальные элементы матрицы равны ну-







































Матричные представления базисных элемен-
тов системы 
1
  строятся из матричных пред-
ставлений системы 
2
  в соответствии с линей-
ным преобразованием (16). Для 6.5,4,1i  они 
будут представлять собой матрицы размером  (
88 ), все элементы которой, кроме диагональ-
ных, - нули. На диагонали будут стоять едини-
цы со знаками в соответствии с (16): 
1,1,1,1,1,1,1,1)(
 1,1,1,1,1,1,1,1)(
   1,1,1,1,1,1,1,1)(






































































































НТУУ «КПІ» Інформатика, управління та обчислювальна техніка №54 69 
Матричное представление гиперкомплексно-
го числа A  вида  (1) при  8n  также будут 
представлять собой матрицы размером  ( 88 ), 
все элементы которой, кроме указанных ниже - 
нули.  
Как видно из вышеприведенного, для данной 
ГЧС (14) при выполнении операции умножения 
двух гиперкомплексных чисел количество 
умножений вещественных чисел сохраняется, 
но отпадает необходимость выполнения симво-
льных операций по умножению базисных эле-
ментов при работе с натуральной формой пред-































































































        
      
        
        
        
       
     





















1. При использовании предлагаемого авто-
рами метода построения матричных представ-
лений ГЧС для большой группы ГЧС, важных 
для практических применений, отпадает необ-
ходимость в решении высокоразмерных систем 
квадратичных уравнений. 
2. Использование матричных представле-
ний ГЧС может значительно сократить объемы 
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